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SERIES ENTIÈRES
-

+-

Une série entière s'écrit [anû
m = 0

+-

[ an Û = a. t arr + qu' + . . - t amor
"

t - . . Généralisation d'un polynôme
n = 0

+-

1
Par exemple

,
[ à =

1 tu t n
'
t - - - tût . . . = - si IutL1

n -- o
1 - u

↳ →

Xn xn série géométrique de raison a

+-

2- un = no x1- si lqlL1
m = u 1- a

I Ragondin
+-

On cherche à déterminer pour quelles valeurs de n la série 2-ami cv NER
ne u

Quel critère utiliser ?

un = an à change de signe
!

+x

-2 luml critère de d'Alembert
NI 0

Mt l'und
= lpaannaûl = page) txt → l arc

l - Uni

lui

Simplifier , déterminer l et à quelle condition sur a la série CV

On va noter L = lin IIII
Il faut que le 1 ⇐ Llxl L1 ⇐ talc

•
La série converge si txt L %
On note R = % le rayon de CV de

la série entière

. La aïe diverge si ( x ) ) 1
<



Bilan : soit ¥: =L et a-- f-
← Atterrir

Si Inter alors la série 2- ami CV

Si tort > R alors la série Eqnut DV

Si lui = R alors on ne sait pas

On dit que R est le rayon de convergence de
la série entière

UER -RCULR zç ¢ y
module de Z

2- ami CV si Inter [anE cv si IZILR

ny

[
lztcr

Inter | .ro#-.i-:ni-is=
÷

f- û a .

Il

EI : Déterminer le rayon de CV de
la série entière n⑤ z = ref

= 1

lin anti *-
"

lzt-rnw.az/--LetR=1-[amûL
m --o

am = 1m ⇒ anti = =
= → 1 sin- t -

am 1 mtn

n

L = 1 R : f- = 1
t-

donc [ I CV si lute 1
n = A n

Six --1 Ë
,
En DV Riemann 4=1 (Ryad : EE" " )

En = -1 m'Ë ¥5 CV Critère des séries alternées un > C-tir

avec vi. 1m > a vu} vu→ o



+- n

Ex2 : Déterminer R pour [ 1 am =
1-

n :O ~ ! m !

"
ntt

1
× m ! =
1- → 0 si on→ t -

- =
-

n+1
un Intel !

( = 0
+ R = 1- = + x

L

ÏÎ
.
II, Cv pour tout n réel

the : on peut aussi déterminer R à l'aide du critère de Cauchy

L = lim Fans et R - I
n- t-

II Propréteurs:

1) Dérivabilité R: rayon de CV

tu

Soit fin) = ÏÎ anû définie et convergente sur I - r , rc

Propriété : f est dérivable sur ]- R, RC et on peut dériver f terme à terme

f. (u) = au + ann t azn
'
t - r - +arrêt . . .

+-

j' lut = 0 t un t 2 ça + . . .. + nan
nn
- '

+ . . . = [ maman
"

n = 0

on m -1

+-

EI : Soit fln ) : E I R -
- t -

n = o
m !

Déterminer l'ln ) o ! = 1

flirt = 1 tu + RÉ + ça . . . + Iga . . .

Î=rÊÆx
=
1-

film ) = 0+1 t ¥ + LIT . . - t

%.int . . . en- u :

+- +x
'

film = 1 tu +Et. . . - t ,nÎ * . . . = 2- En = II
= f4 )

m-_ 1 (m- e) ! n'= o n
' !

u n' en -1 FFfilm = fln ) ⇒ flute à o t
-

{ pour



2) Intégration

Propriété : flute n'Ëamû est continue sur ] - R ,
RC et une primitive de f

m tt

s'obtient en intégrant terme à terme futdu = senti

f. (ul = do tarn + az n' + . . . tannât . . . .
+ -

| flirt du = don t an à + a
, % t - . . + an ûÏ + . . . = [ an n

n = u m t 1

+-

¥1 : On rappelle que
ZÛ = -1 tu E I -1,1 [ série géométrique de raison n
- = . 1- n fr121

1) Déterminer un développement en série entière de 1-
"
DSE

1 tu

a) En déduire un DS E de ln Htm)
+ -

n

1- = Ex later
1- x m = u

1
t -

⇒ 1- = - = [ tu 5 si tort en
1 tu 1 - C -u) m= .

⇐ ¥n = Ë
.

C-iià si Inlet DSE de 1- : an -- t-Ii
1 tu

+-Être (
hum , = [ t.IE si tu ' "

m = o nt '

p

changement d'indice :
le R reste inchangé quand on intègre

n' = m + r
ou qu' on dérive !

+ a

hhtn-z-c.si " Île
n' = 1 n'

+-

hutu ) = [ t'TE an : l-N
m = i n

-

n



II #uedesdêbmutèdfnuelle,

Deux exemples foudamengtauni.fm# pr =p
+-

E n
"

=
1- tlm IL 1 -

1La L1 série géométrique
m :O 1 - U

+ - k

I I = e
tu E R R = + -

n > °
m ! Dérivation

On en déduit le, DSE de nouvelles fonctions par# Intégration

E DSE de fln) =3 et
"

\
changement de variable
de type X =D xp

Préciser le domaine de CV
. X= 2n

+- t -

é = 2- II t' XER ⇒ è
"

= [ KI futur
m = ce n'_ m -

-
o
m
!

⇒ se"=nÊ
.
sxzmû

,

ai ¥?
EII Déterminer le DSE de wctann

t -

Carctanu) ! 1- or 1- = [ ×
"

ttlxlL1
1 tu' 1 -X ne

azn =L , ]
"

¥ ta
m 2n

(erratum ) ! ÷ç, = 2 1-n'5=2 c-Du X = - n
'

m = o
m = u

1- n'les ⇐ Inter

iouègre (
Lynn
"" '

wctann =
2
-

m> o 2n tt

arctann = x - ¥ + % - Ç + . . + tri
'

+ . . . . ttlulcr
2Mt l



R : t- R -

_

1

+- t t - t

e
"

= [ à tuer 1- =
Ià si Inter

n = -
m ! 1

- u n - o

t -

EIL : Dst de e

?"
=
[¥

"

tn ER X = Ju

m'- o
m
! Un = ?

= NË
.

à a. = R - t - ne ?

+ -

1- =
[ (2n)

"

X -

_

2N

1- 2n n'- o

butes ⇐ lnlt % R= 1

+-
2

1- = [ 2mm
"

ai
à

1- Lu n -- o

^ X = Y
-

= f- 1- z

2- n
1- %
+-

= ± [ ( E)
"

f- Ici ⇐ lutez r:c

n = o

= Ï : : :Ë÷û ai ,÷

a-
=
A- +± a- (÷);(n - it ln - s ) n
-
i n - 3

= + ÷ " :(÷ ); :
= ± . ±
1- n 3 - n

= Ï - %

t -

= :
.

- e. Ë = - Et
tu +

t -Ink' KI "
= Eff - f) û⇐ I INI L ] au

-
an -- { a- ¥)Inter



÷ -

- Ëû ii.KÏ
"

EI : DIE de 1- ) 1- du =/ mtn )
"
du = - 1- u -_ tt "

Mtn)
'

(1in)
" Mtn n' = 1

Être Ç
=

=
. cnn.im , "

l'ËÏI
1in 1 - t- m) " °

⇐ - Intel ) n'u
"

=
= -1

= Ï
.

- t- iiû
m. .

-r u

+-
*,

ai C- " Julien : u
= [ t- t ) à nxi

m I o

ÛÎ" (
¥, = Ë continuent Inter rayon decv conservé par

n=o
dérivation l intégration

fr11 + n' ) azm . . = 21- Dm

on

§
1- 1-n'K1 ⇐ Inter lazm

= o

dérive 11 - t- n
') ]
+ - t- t-

LIN , = 2n × Ça, = 2n [Eût = [ 2nxl.vn
"
. [ zt.in

""

~ = o n tu n = a

Îrègre (
www.t-zac.in' "'"

n -- u 2Mt 2

2.n a

e- ne = Ïi '¥ - ÏÈÎ
:

tuer

R : t-

+- t

e
"

= [ à Vue IR n'= moi ⇐ n -_ n'-1
m = -

m ! f
+-

= :Ë÷û - EI
"

:#1 t -

m -- o m
!

t - t

= :Ë÷û - II
n':b ( m'- i ) !

+-

= 2- (I - 1) û + r

m -
- r m : (m- i) ! p

m = 0
" " """"

=

'

ûxr = si tu"

am = 2n
m !



On peut aussi vous demander de faire le processus inverse: on vous donne une série 
entière, et il faut calculer la fonction à laquelle elle correspond.

On a déja vu : no 1-

✓
1 - q

+- 1
2-un = - Ink 1
n -- o 1 - u

+- n

II = e tu ER
~

-
- o
n !

Ex 1 Calculer la sonne des séries entières suivantes : ( préciser le domaine de Cv)
-

:

+ x
t-

① Z Ià
=
[ (2nF = 2n × 1- Kula ⇒ lutten = 1

m = 1
1- 2n

+x

② [ s
"

= Ë
.

÷ = = çé
"
tuer

n -- O n
'
.

Ex 2 Calculer la somme des séries entières suivantes :
-

:

+a ~

t-

① Eût
'

=
2 xxx = a Eu

"

= xx 1- = = si trkl
m = •

M'- o n tu 1- ce 1- ce

2d : n' = nn n'Ëx" '

= n'Ë
,

à
"

= n'Êû - y = 1-1 situer
1- ne

=
1-

-
=L
" °

1- a 1- a 1-n

+-
n - r

② E (m - a) a
=
L ( m '-1mm

'

n = 1 n' = 0

changement d' indice : n' = n - 1 ⇐ n = n' +1 m -
2 = n'+1 - 2 = n'-1

+ -

(on intègre : [ (m - 1)x )
M = a Mt )

n'Ëcnnû -

_ Ïlnn -oû -
- Ïintnû - ZÏÏ

IËNHIÛ -

_ Ë.mn -

- Ïçû" :÷ .

.



t-

Live ) [Conti)un =
1- -

1 10min v-

-
t
- re n'= - t

- n :O 1- x

G + -

. (EI ! -÷ = -
=

⇒ [Cm#Du
"

= - H-ni
ne . (1-a)

~

=
1-
(1 -u)
'

⇒ n'Ëlnnû -

_ n'Ëlntnû _

s'Ë.û= ÷, -÷ tkt"

1 211
-
u)

= - - -

(1-ni le-ni

= =
1-2+2=>-1+-4

(e- u )' U- up (1- u )
'

LÜ : (+ simple )

+-
m - ^

t -
t -

2- (m - a) a = [ num
- '

_

2 [ un
- '

m =
1 n : c n = ,

Ïnû " :(n'Ëû )
'

:(⇒ =L hier
(1- a)

2

Mm = 0

+- t -

[ un
- '

= [ n' = 1- lutter
n = , n' = o 1 - n

n' = n - s :#0 tx
n' en - un

"

: ¥,

- En



+-

2-ann
"

R: rayon de
WDétermination des coefficients au mo

/ !
Si f (m) = a. tarn Hazm

'
+ a
,
à +

. . . tant . . . pour
tout ne 3-Rire

⇒ flot = ao
10min

f
'
Int = an + 2am + Ja

,
n' + . - - t- maman

-

t - -- ⇒ f40 ) : an

f
"
In ) : 2oz + Ga

,
n

+ . - - t ntm- clanÛÎ - - - =) f.
"

lol : Zaz

f In ) : 6g t - - - - t ntm- e) In -Nam n

"- '

+ . . . ⇒ f (a) = Gaz

Généraliser : f lol = n
! ce

n

On en déduit au =
f40)
I DSI tourne

⇒ fin ) -_ fut l'loin + f"z¥ ni l'}÷ n' a . . . + fÎ÷ût . - -V-nEI-r.nl
-

On retrouve les coefficients des DL en 0

↳ Taylor- Young ontdommefiweex
: Dst de coin ?

fin , = f1. ) + f44 .at l'¥
,

n' + LE"€etrxheI
en ÎÔ

DL en 0 à l'ordre 5 de corn n -so

puissancespairescosn
= 1

- ¥
,

+ Ê t n'Etat signes alternes si n proche de °
-

-

pwislauceimpat-s.nu= u - %, +¥ + n'c) sio

DSE de corn :

in - in
Cesar = ete boxé sur dep DIE valable tu EIR

2

am = 1- + ÷ - n÷x . . . _ + ai ;÷
.

± . .
-

_ n'Êtes tuer



TI

¥ a) ÎÈI = (ET = a. 1- géométrique q = ?
1- q

= 1 1-
1-y
2

= 2-

" l'ÏÎIIË m
'

%
. . . .

"" ⇐ '""

1

t- t

=. [ an = 1- lxlcs
n' :O 1- n

" méthode : n'Êâ " = ± Ïû =L xxx# :± Ink '

-t-

3e méthode : [ zen
- t

= 1 + se + n' + . . . + Û
-
'

t un + . . . = 1- lutter
n :c 1mm

⇒ fini : j'§
,

% = / ± du
=
.

htt
-
n' + c IÎ -_ hlntxc

t-

ff0) = 0 = -
but + C = C ⇒ c.ro ⇒ 2¥ = -HH -ul Inter

n = '



Es : DSE de :

tes 2

a) fln ) :É = [ (x
')
"

toiles X -

_ n

n > o

⇒ Ink 1

+ - ±
,

-
- Ë! mes

1- = [ alrs
1- n
' n -_ a

b)

glat.hr#In)--hHtnI-hH-n)lnfaz)--lna-hb--sg4n)--1- + 1- (ha- u ) ) !-11
tu 1- x 1- a

gyu ) : 1- + 1-
1- C- x ) 1- n

gyu -

_ Ë.LY + Ïû si Inter

+ - fu " du _ u
gllnl = [ f- D' + 1) à Inter

mm

n tu

ÎÈM (
gin , = Ë

.

( C-Ntr )nû÷ + c gato = c

(1)
"

+1 = o si m impair

si n=2p Leif = titres =2Mt
1 Zpt , Zptl

Si on = 2ps , C- D'+1
=
Lift '+1

nF ¥
= ÷ =

°

t-
Lpts

glu) = [ 2- n later

p = o Lpt )

2e méthode : g
"

ln ) : ¥ +¥ = = n

"
trkl

t - Zmtl

⇒ glu ) : 2 [nn
> •

2Mt,



# Application : Résolution d'équations différentielles
-

méthode classique

E-x1 : y
'
- 2g = o ⇒ y

'
= 2g ⇒ y} = 2

- {""" eau. ⇐ ç! ÷ IÏËË⇒

+-

On cherche y sous la forme y = Eaux
'

ms o

+ -

m - t

⇒ y
'
= [ nan u
n = o

oun = 1

y
'
_ 2g = o

t - t-

⇒ [ maman
"

_
2 2- ami = o

n -
_ 1 n -- o

n'= m . 1 ⇐s m = n'+1

+_ , t-

⇐ [ Initia à _
2 [ ami = o

m'+ ,n'= o n = •

(2A -b)n' + (atbln + c = 0

La -4=0
t -

⇐ [ (Intra
" ,

- 2am ) n
"

= o { "I
n = a

Une série entière est nulle si et si

toussecoeffcients-outnusc-slntilq.ie
,
- 2am = o

tn> o

⇐

Gant ,
= # an ylo) - t ⇒ a. = 1

a. = 1

am ,
j'%) ylo)
- ⇒ au = - = y lu) a

,
:b

ao = 1 m ! 0 ! 2

a
,
= 9 = y

' lo)
⇒ an = Ça . = 2

1 :

⇒ a
,

= Ça, = ¥ Ça. = {÷ au
+ .

⇒ as : f- a, = f- " Ex } a. = ç÷ a
.

n?×÷ _
-
é Xe"

! t -
m 2n

⇒ an : II. a. = NE ⇒ y >Ïanû -

-Ë
.

n' = EH = .

n : . n !

tu EIR



FIL : xy
"
t 2g

'
+ ny = 0 M¥ : ce c'est pas la forme

ay
"
t bg

"
+ c. y = o avec a

,
b
, c
EIR{ ylot 1 , y

'
lol = o (constante )

donc la méthode classique bloque
+-

On cherche y sous la forme y = Eaux
' dominant

ms o

t-
-

m- t

⇒ y
'
= 2 mann

m :O ont

+-

Il -
M - L

⇒ y = 2 mln.it ans n
n :O out

ou 2

m m
nz

"

+2g
'
+ nz

-
- o ⇒③Ï min - nan nn - t # { Ïnann

"

+ ③ Ëanû = .

z 1

t-

ut l
⇒ Ënln -nana

" "

+ Ïznanû
"

+ Eaux = .

2 1 neo

→ changement d' indice pour avoir
la même puissance de se

dahl les trois Z n'-1 = nt1 ⇒ n' = nez ⇒ n = n'-2

2 t -
t-

n
'
_
1

⇒ Ënln -nana
" "

+ Ïznanû
"

+ Ea a = .

2 1 n'= 2
m'-2

⇒ n'Ë (mtn - e) an + Imam + an
.
) Û

"

+ par = o

- n --1

- . . U t . . . n'+ . . .
| t . . - t -- -Û t ' ' ' ' de la 2etonne

Une série entière est nulle
. ⇒ tous les coefficients sont nuls

mtn
- 1) an t'nan + an . , = o tlm> 2{

za
,
= . 10min

ntm
- 1) an t'nan + an . , = - ⇐ (mtn - tt tlm ) an = - am- ~

⇐ (n'_ n + 2n ) an = _ ans

⇐ (n'+ m ) am = - an. z

⇐, au = -amen(m ti )

ylo )= 1 , y
'
lol = o

⇒

{ au
= y (a)

= 1
am > l! ⇒ au = ! ⇒ lu) a,=z

a. = % = y'a
ap = y

' lol = o



\

a- = % : s
" "

y
' lol = 0

au = 1
a
,
= 0

⇒ a
,
= - IL =
¥.

⇒ a
,
= - Ça = o

2x ] 3 !
=) a, =

- 9- = o

⇒ as = -

iIs = IE,
-

-
t

=
HI sa

2×3×4×5 5 ! ⇒ 92ps + , = 0

⇒ azp = LMP1 au = 1

«ptn!

+
xp 2ps

y
-

- Ïanû = Ë.am" = [
xp= o (2pm ) !

2.gs

y = 1 - Ê t- n÷ . ;Ë + . . . + a t - ' '

( Lp ti ) !

DL en o corn = 1 - 2¥.tn?qtxElu ) puissance paires
à l'ordre 5 signe alterne

xn
sina.se - ¥, + ÷

.

+ écu ri"

y =
S'iI est la solution de l'équation différentielle .

n



+-
m

y =
2- ann ylot-1 et s' loto ⇒

%
,

lot - t

m I o

↳
y
'
lol = O

- m - t

⇒ y
'
= 2 mann
m = o

oun -_ 1

+ -

y
-

n- L

⇒
y

= 2 mtn
- Nam n

n I u

on m = non 2 ~ /ta m -z
t -

m . ,
tre

⇒ [ mtn-Damn +④ [ nana + ② [quoi -- o
M'-2 n = , n :O

⇐ n'Ërnlmsann
"

+ Ësnanû + Ïzanû = .

changement d' indice pour avoir la même puissance
den

n' = n - 2

⇒ Ë . .
. . .

n' + Ëananû + Ïaanû = .

n

⇒ [ . - - - - K t . . . . = 0

Une série entière est nulle
. ⇒ tous les coefficients sont nuls

on en déduit une relation portant sur am
+ -

q

⇒ an =
? ⇒ y = 2- quoi = .

mé o



SERIES ENTIERES 3methodespourdeduirediautresdeveloppemeutseuse.cat

méthode : parchangemeutoble.cn typeX avec d ETE et p EN
*

^ exemple : on sait que ÷n=ÏÎû si KK 1 donc
=pa,

on pose X = - n' ⇒ 1+4 = NË!_ n'5 = ÎÊ!- Dmx" si t - il ct cad Ink '

,

pa.ia. a. ÷.
./ exemple : on sait que (arctann)

'

= 1- tu C- R
- 1 +n'

y
to

or on a vu ci - dessus que ¥
= [ C- IÎN" si lnlc 1
m= 0/ donc

, par intégration , au taux = Ë
.

C-În + c si Inlet
2n +1

J ÷:÷÷÷::::÷÷: ÷".
et NË Î = / f÷ = - full - ul + c Hak 1

;
kn = o donne c- o\

méthode 3 :
-

patènes (linéaire ou avec un facteur set )

exemple exemple

w = +÷ -

e e
"
- ne:Ë÷ - ÏÏ

-
2-x

Îë
:

conservation
.mu . . .... . ËËÏËËËË " " . | ÏÏÏÏËÏÏËËÏpar dérivation et intégration

- -
= ÎÊ %, à _ [x

on retrouve les coefficients des DL, en 0
.

si trkl si #« soit Ink 2 n'= , (men ) :
-

Ê÷Ë
ÏË " -÷" """ n' +±

.

=nË2Î÷û tuer0


