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Il s'agit de partir d'une hypothèse pour aboutir à une conclusion

Un peu de vocabulaire :

équivalence

implication

réciproque

Pour démontrer une équivalence, il faut démontrer l'implication
et la réciproque.

t-ETARTHMETQU.CI#nnementLogique
1)Mèon

€1 : Soit on EN

Démontrer que n est pair si et seulement si n' est pair

Autrement dit : m est pair ⇐ n' est pair

⇐
Ii n est pair alors

n' est pour

⇒ n est pair ⇒ n' est pair

⇐ n' est pair ⇒ n est pair

Sour est par alors n
est pour

Dimontronstimplicah-o.in?.::::::::::O
hypothèse conclusion

On suppose que n est pair ( hypothèse)

et on démontre que
n' est pair ( un chien)

par déductions successives



On suppose que la conclusion est fausse et on aboutit à une absurdité

Si on est pair alors n = 2k où HEIN

⇒ n'= cet

⇒ n' = 4k
'

⇒ n' = 2x 2h' est pair

Démontrons

⑤ Si n'est pair alors n est pairûetpair⇒nestp
2

On suppose que n est pair ( hypothèse)

et on démontre que n
est pair ( conclusion)

Si n' est pair alors n' = 2h

⇒ n = Fn ns
,
°

⇒ la méthode bloque !

2) Méthodepwtabn contradiction
+

On souhaite démontrer que m

'

pair ⇒ m pair

hypothèse conclusion

Soit n un entier tel que n' est pair ( = hypothèse )

On suppose que n est impair ⇒ m = 2h +1 k EIN

⇒ n' = (2ktN' = 4h
'

+ 4h +1

= 212k¥21 ) f1 impair
(
'est absurde ce n' est pair

⇒ n est par

¥2 : Démontrer par
l'absurde que

K est irrationnel

0h suppose que t C- Q Vz = Pq



fr ¢Q
À

¥2 : Démontrer par
l'absurde que

t est irrationnel K > o

MEQÎ
p *

On suppose que
t
=

g- p EIN q EIN

où p et
q
m' ont aucun facteur commun ( fraction irréductible)

① Montrer que prest pair . VL = la ⇒ p = Vzq ⇒ p! 2 q
'

⇒ pr est pair

② Que peut - on en déduire pour p
?

p
'

pair ⇒ p pair ⇒ p
-
_
2h HEIN

③ Montrer que q
'
est pair . q

?

= E = =
2k
'

⇒ q
' est pair

2

⇒ q est pair

④ Montrer qu' il y a une contradiction . Conclure . :p pair & q pair

⇒ C'est absurde car on a supposé qu' ils n'avaient aucun facteur
Commun .



Si on pousse le 1er domino et que un domino tombant fait tomber le suivant,
alors tous les dominos tombent

Si une personne se trouve sur la première marche d'un escalier et qu'elle sait
monter d'une marche à l'autre alors, elle pourra monter sur n'importe quelle marche

3) Méprenne

La démonstration par récurrence repose sur le principe très concret suivant :



On peut appliquer ce principe à n' importe quelle propriété dépendant d'un

entier n
,
notée Ptn)

ilaprop.si#tvrmemdebutpourn=om) et qu'éré (si elle vraie

au rang n alors elle vraie au rang n+1 ) alors , elleestrraiepowtoutns.no -

ËÈËËOOO 'ËoËËmwïjppp
Priré : Soit une proposition Ptn)

iI÷÷et↳noî"ü÷÷÷ü
En effet , par phénomène de cascade , si Plo) est vraie alors PH) est vraie et donc PK) est vrai

et ainsi de suite donc Ptn) est vrai pour tout mis, o .

Une récurrence se rédige donc en 3 parties :

①Ini ③conclusf

( L'initialisation est simple : il suffit de

µ Plmttl vérifier que Plo) (ou Ph)) est vraieyËï÷:÷÷:::::÷:÷÷::÷÷Plo) etP clairement
.

ce qu' il faut démontrer



Exemple 1 : Démontrons par récurrence que 1+2+3 + mtn = n(m
- 2

On note Ptn) : 1+2+3 + . . .- tu = M¥1) Plz) : 1+2 = 2×1 vrai
2

2

Initialisation : Ph) : 1 = 1×1 c'est vrai J'¥3-

z

D Pt¥ PH) = proposition # nombre

: soit ns.r . on suppose que mm,;!Î!
"" de récurrence

-
Sm conclusion,

(Mti) (m +z)
← à démontrer

On veut démontrer Plntr) : 1 t 2 + . . . + m + (n+1) = -
✓ 2

{t i

On part de : 1+2 + . . . + ~ = m(
2

{ + , = 1 t 2 f . - - t n tlm # il = nç + nt1

m (n+1 ) 21Mt ' )
=
n' + Int 2

3×2 = - t- _

} = - 2 2
22

or (m ti) (ntz ) = m2 + Int 2

=
(Rt 1) Cmt 2) (Rt ') tu + 2) = n' + In + zdonc Smt , -

Pour démontrer 2

A- =D ① A = . . . . = . . . . = . . - =D ③ A -D= . - - = 0

② D= . . .
-
_
. . . = A ④ Aç = 1 si D-tu

⑤ A :C et D= C

L'méthode :
⇒ A- =D

m (n+1 ) 21Mt ' )
=
(mti ) ( ont L )

2-
t - -

2 2

Conclusion: tlm EIN
*

Ptn ) est vrai

n (m ti)
1f 2 t -

_ . tu = -

Z



t2 : Soit (un)m la suite définie par u. = 5 et um,

= 10rem + 9

On cherche à déterminer un en fonction den
arithmético - géométrique

On calcule
un = 10µg f9 = 10×5+9=59 = 60 - 1 = 6×101-1

lez= 10Mn t 9 = 10×59 t 9 = 599 =
600-1

= 6×15-1

rez = 10 uz f9 = 5990+9 = 5999 = 6000 - 1 = 6×10
]
-
1

⇒ il semble que un>
6×10^-1
-

¥' est une conjecture ,
il faut le démontrer !

~

Démontrons le par récurrence .

Soit Ptn) : un = 6×10 - 1

Initialisation : Déja fait : un , uz , µ , conviennent (cf ci- dessus )

Hérédité : soit on > 1

On suppose que Plm) : un = 6×1071 est vrai

www.nenntmum-i-oxrontt-s !!ËËË÷÷÷ÏÏÏ
Un = 6×1011

Un + , = 10mm + 9 = 1016×10
"

_
1) +9

1 m

= 10×6×10
"

_
10 +9 60×15=6×10×10

nt1

= 6×10
""

.

1 ⇒ Plan ) = 6×10

est vrai

Conclusion :

-

Tu> 1 Phil est vrai
un

,

=
6×15-1



EI : Montrer
que n' + n + 2 est pair pour tout entier NEIN

Il l'

Ptn) : n'+ n +2 est pair

[ TI
Initialisation : m = o

-

ex ] du cours

Pld :

"

2 est pair
"

VRAI
°
-

• TDI
Hérédité : soit on> o un entier fixé
-

LE ④ (récurrence)

a. supp, pas :
"
nn, + , ami.

.. ↳ mai ¥[On démontre Plntn) :
"

Intel} mal +2 est pair
"

_

¥10

(mtn? tu tt t 2 = n'+ 2n tt tn t tt 2
RV 11

'

zoom

= (n'tntz) t 2N +2 -

- -

pair pair (multiple
de 2)

d'après Ptn ) 2cm# il

-

⇒ Plat il est vrai
par
" (tonne de 2 nombre, pair, )

Conclusion : tlm EIN Ptn ) est vrai
-

n'+ m +2 est pair

Amoutaltat ?

Lénine
n'+ n = n (n+1 ) on a 2 nombres consécutifs → l'un des 2 estpair

et l' autre est impair

pair = multiple
de 2

pair × impair = pair

2h × ( 2h
"

+ 1) = 2 × h (2kfr ) = 2g paire
-

= 9

n' tn +2 est pair
- -

paire pair

Jenine . Soit n est pair ⇒ n= 2h n'+n + 2 = . . . .

^ Soit n est impair ⇒ m= 2kfr n'+ n + < = - . .



2

¥④ Preuve par récurrence fr3,1

Ptn) : l' +L'+ . . . + n' = nlntDl2r
6

Initiaux : m = 1

PM) : n' = 1×g est vrai J'¥-1

Pk ) : s' + L' = ' est vrai Ph¥6
"

"

5 5

[(ntdll = Lrt )

é : L

on suppose que Phi:
l' +L'+ . . . + n' = nlmt.lt?~t#. est vrai

6

on démontre Plnti) : s' + à + . . . . + n'+ tutti = ( )

6

l'+ L' x. . . # n'+ (mtn? + (mais
'

= _ . .

= - - .

-

.
C )

6

Àtermiuer

TDI exs % ) récurera
p

ex7,8,1o,cite,



¥

" "
Ptn) : 4715N -1 est multiple de 9

⑦ ne 0 40+15×0-1 = A to - 1 = 0 = 0×9 est un multiple de 9

Plo ) est vrai

il
Y

④ Plm) ⇒ Plum) ? J' Intel : 4
" t lslmxi ) - n est multiple de 9

4Mt
'

+ 151mi , ) - 1 = + 15N +15 - 1

=
4 ( 4715N - 1) - 4×1Sont 4 + Un +1f -

1=4×4"

= 4 ( Gmt Ilm -1) - 45M t 18 est un multiple des
t 11 Il

② fugue ptn) est vrai
" "ltinb des 9×5 9×2 Plut ,) est vrai

¥

Ptn) : 2
"

> n

⑦ n = o 20=1 > 0 VRAI donc Plo) est vrai

n =L 2
"

= 2 > 1 VRAI donc Ptn) est vrai

m fixé , on > 1④
Ptn) ⇒ Plnxi ) Plum) : 2

" "

> mtn 2^+1--272

2M - (n+1 ) = n - 17,0
2
"

> m ⇒ 2×2
"

> 2ns mtn
si ns

,
1

-

nn o 2n ) mtn ?
= 2 . _

⇐ ) 2n - m > 1
Mf1

⇒ 2 d nt1
⇐ my 1 VRAI

⇒ Ptn + il est vrai

② Un C- IN Ph) est vrai



2

a) { = { { = IL = ±
,

+ ¥ -

_ Ete = % -- f-b.=p hlhti )

S
,

= Et f- + f- = f- + fz = % = f-

Remarque
on dirait que {=L { = f- { = } { = }

✓ m +1

Ex typique de DS : Montrer que Sn=L par récurrence
m + c

b) 1- htt - le
= 1-

qui,
= Ê - ¥ ?

Ê -¥ =

haut
✓ -
A D A =D A = . . ..

=D

c)
m

{ = [ 1- D= .. . . = A

h :p hlht ' ) A :C
~

D= , }
A-=P

E- Elle - E.)
. . -

1-- Îç .
je

¥lahtbh ) -East ?.ba
h :c hz, kf1

Son = ( Itf -1ft . - + f) - ( f- + f- t -- e- - + It!! = 1- 1-
mtn

Sm : î -÷ -

_ n÷



À retenir :

une proposition est VRAIE si et seulement si sa négation est FAUSSE

une proposition est FAUSSE si et seulement si sa négation est VRAIE

Prouver qu'une proposition est VRAIE revient à démontrer que sa négation est FAUSSE.

Conséquence :

4) Quéquettes IRL [ 2)

Quantificateurs : tt pour tout

7 il existe

Notation : / tel que

Ex 1 : On considère la proposition suivante :

Pour tout se réel
,
n' + 2n + 3 70

① Ecrire la proposition à l'aide de quantificateur,
XD

Vu E R
,
n' + Zut ] > o #

↳ °

② la proposition est
-

elle vraie ? À "°

D= b! tac = 4
-
4×3 = - 820 pas de racine

⇒ µ
?
+ 2n + ) est du signe de a =L ⇒ n' + zut } y a ⇒ VRAI

③ Donner la négation de la proposition

In C- IR / n' + Lu + IL 0

Il existe un réel n tel que n'+ zut 3 Co =) FAUX



Ex 1 : On considère la proposition suivante :

Il existe un entier y
tel que - y

'
t 2g +3 70

① Ecrire la proposition à l'aide de quantificateur,

3-
y EZ / - y

'
+2g + 3 z o

② la proposition est
-

elle vraie ? VRAI

Y =
O

- O
'

t 2×0 + 3 = 3 70

③ Donner la négation de la proposition

tt
y

C- Z -

y
'
+ 2g + 3 L 0 FAUX



Propriété : Tout entier s'écrit comme produit de nombres premiers

Définition: On dit que n est un nombre premier s'il admet exactement deux diviseurs (1 et n).

II Arithmétique on se place dans IN

1) premiers

Définit : Soient a EIN
,
b EIN

On dit que a est un multiple de b s' il existe k EIN tel que a =
kb

⇐ b est un diviseur de a

⇒ b divise a

¥ :

m 0 1 2 ] 4 5 6 7

diviseursdenflNfs.fr/2/13#44/1,5/1,2,3,7O--0Xn
Nombres premiers :

2
,
3
, 5, 7,11 , 13,17 , 23 , 29

etc . - -

¥2 : 240 = 24×10 = 6×4×2×5 = 3×2×2×2 × 2×5 = 24×3×5

9×6=3×18

2) Critèresté : 162 =3 × Â
1*6+2 = 9 multiple de 3

par 2 : le dernier chiffre est pair

par 3 :
la somme des chiffres est un multiple de 3

par
5 : le dernier chiffre est 0 ou 5

par 9 : la somme des chiffres est un multiple de 9 162 = 9×18

par
10 : le dernier chiffre est 0

±: 1155 est multiple de 3 et de 5



PGCD = 

PPCM=

Le PGCD est égal au produit des nombres premiers en commun avec le + petit exposant

Le PPCM est égal au produit de tous les nombres premiers présents avec le + grand exposant

3) PGCD.PK# -0% " §654

¥. Décomposer en produit de facteurs premiers 504=9×56

504 = 2×252 = 2×2×126 = 2×2×2×63=2×2×2 × 7×9
" gl304=23×5×7

300 = 3×100 = 3×10
'
= 3×(2×5)

'

= 3×22×32 = 22×3×52

504
=

12×42
=
42
-

300 12×25 25

Plus Grand Commun Diviseur

PGCD (504, zoo) = 22×3 =p, |
"4=12×2×3×7 = 12×42

Jou = 12×52=12×25

42
× z

Plus Petit commun Multiple

PPCM ( 504,300 ) = 29×32×7×5
'

= 504×25 = 300×42 = 12600
-

504

42

210

e. 2 : 450 = 45×10 = 9×5×2×5 = 2×5×5
"

- 630

420 = 42×10 = 6×7×2×5=2×3 x -7×2×5 = 22×3×5×7

PGCD 1410,420) = 2×3×5=30 ⇒ 450=30×15 et 420=30×14

PPCM (450,420) : 22×5×51×7 = 420×15 = 450×14=6300

ex ) : Simplifier en déterminant le dénominateur commun
"

optimal
"

:

-

S 5×5 2×6
=

25
- -

2-
= - - - z

- ¥ = 1

18 15 18×5 15×6 90

18--9×2=2×5 PPCM ( 18,157--2×5×5=18×5 = 15×6=90

15=3×5



¥ Déterminer le PGCD et le PPCM de 42 et 98

42=6×7 =
2×3×7

}
PGCD ( 42,98 ) = 2×7=14

98 = 2×49 = 2×7
'

42=14×3 98=14×7

PPCM (42,98 ) = 2×3×72 = 42×7 = 98×3 = 294

Simplifier sans calculatrice ( Dla calculatrice n'est pas autorisée e- DS )

42 14×3
- = - = 2
gg 14×7 7

ç 1 5×7 1×3
=
35-9

%
-

#
= - - - = ¥, =

42×7 98×3 147

4) Théorème de la division euclidienne

÷÷ï::÷÷:ï÷:ïbreste

ect : Poser la division euclidienne de a= 21 par b = 15

21 = ①× 1 t ⑥ on continue les divisions successives

③#
Pour obtenir le PGCD de 21 et de 15

6 = ②1×2 + 0 PGCD = dernier reste non nul =3

PGCD (21,15) = 3



ç2 : A
' l'aide de divisions euclidiennes successives ,

retrouver

le PG CD de 98 et 42

Powlapnchainef.is:98
= 42×2 + 14

TDZ
-

42 = 14×3 + 0 am : Montrer par

PGCD = 14 §ÎÎ"" que tu -1¥
les 5

Rage : PGCD (a
,
b) × PPCM (a , b) = axb

5) Notiundemodulo-PY.li : 8 = f- litt ⇒ 8 =

a)Entier:

Définition : on dit que a est égal à b modulo 2

et on note a :b (2) si et seulement si a =

Ex : a = 0 [ 2 ] ⇐ a =

a = 1 la] ⇐ a =

On obtient ainsi deux catégories de nombres :

ii.

i. =

Addition :



" "

'

b)

Entierseigaunmoduloz.D.fi#ition
: on dit que a est égal à b modulo 3

et on note a :b (3) si et seulement si a =

§ : a = 0 [ 3) ⇐ a =

a = 1 [3) ⇐ a =

a = 2 [3) ⇐ a :

On obtient ainsi trois catégories de nombres :

ci
,

si =

2. =

Addition :
+ i i i

ÙFt
à



cela permet de travailler
sur les jours de la semaine

utile en programmation (GL)

Multon :

× i i i

ÙFE
i

c) Entiersègaunmodub (m EIN )

Définition : on dit que a est égal à b modulo m

et on note a :b En] si et seulement si a =

Ô =

i. =
0

2
=

!

Ex d' application : Si on = 7 Ô = lundi
-

si = mardi

→

Ë
: dimanche

}



TI Combinatoire

1) Notionnelle

Définition : Soit n EIN
' alors n ! =

De plus , 0 ! =

Premières :

O ! = 3 !

-1! = 4 ! =

2! = S ! =

Propriété : (n+1) ! =

t' :

€1 : Simplifier :

6 !
=

m !
- =

(m - r) !

2

(m ! )
- =

(m - 2) ! (m + 2) !

4
②nm) !

=



2) Généralisation des identités remarquables :
-

ha ha ha h:3

(a + b)
°

=
1 n :O 1

(a +b)
"

=
la ttb ne 1 1

(at b)
"

=
1 art Lab +15 n =L 1 2 1

(a + b)
'
= as + 3a2b + 3 ab

?

+ b
?

n =3 1 3 ] 1

En ne retenant
que

les coefficients , on obtient le triangle de Pascal
k = 0 1 2 3

n :O 1

nan pp
Cath

"
= a

" +4dB + 6àb' + 4 ab
'

+ b
"

- Ca- b)
"
= a

"
-
4dB t 6AM

'

_
hab
'
+ b

"

ma 4fm =3 1 3 31
-

n = 4 14 6 41

n = 5 1 5 1010 5 1

n = 6 1 6 15 2015 6 1

n = 7 1 7 21 35 3521 7 1

€1 : Compléter le triangle de Pascal jusqu' à la ligne 7

puis développer la + b)
t

(a + b)
t
= a

?
+ 7lb +21 as b

'

+ 35 a
"
b
'
+ Isàb

"

+ 21 àb
?

+ 7-ai + É

EXE : Calculer (2 + x )
'
t 12 - n}

(a + b)
'
= as + 3a2b + 3 ab

'

+ b
?

(a - b)
'

= ( a + C- b)P = a

'

+ Jarl-b) t ] al- b)
'

t C- b)
'

(a - b)
'

= a

'

- Iàb + Sab
'
-
b
'

signes alternés

(2 tn )
'
= 2

?
+ 3¥ t 3×2n' +¥

tolz.nl?--2'-3/at3x2n'-n#(2tnPtC2-uI=16t12n2



ËÊm!ÏËËÎ!÷Ç!btdelakedomees
h:O C? -- (ê )

Pale , % = 15
n :O 1 ha écriture I I écriture

française anglaise

¥1 : Déterminer Ç = 5 n-1 11h:c

¢ = 4
m'-2 121 les Ç =L! ) - s

m =3 1 3 31 b-4

n --4 1 4 6401 h:S
, n :S 1 ⑤ 1010 5 1 h:bÇ

2015 6 1
y

'

: hm
M-I

n c:c? ci . . . . . . - ci - - - - - - EE

¥ : Ecrire la ligne n du triangle de Pascal à l'aide des C!
En déduire

, on

l ' Il

la + b5= Ça + Ça"b + Ça
"

b
'

+ . .
. - + Ian -%

. - - t çïabn
-'

+ Ibn

=ÊÎ binôme de Newton

"

:÷÷ï:"÷÷÷÷÷÷÷i÷÷ .
] 5 !
Ç =

"
=

"
=
"" = =

10

1×2×3 × 1×2 2

4 !
↳ =

= ¥ = 6



ex : C! = = = 1 o ! :S
0 ! In - o) ! m !

1 m
! 1#x#-Nxm

C = - -
= n

"
1 ! (m - i) !

=

1#x- i )

< m
!

Ç= = mt÷

E- nâ÷ - ÷ "

ni
n ! n !

C = - =- = n

"

tu .it?fn-ln-n ) ! (m- il ! 1 !

EI : calculer CÎÏ + CI
,

k- t k (m- il ! (m- i ) !
C + C =
- t -

@- ch)! :(n-h.rs !
m- i n -1 1h- i) ! (m -k) ! L'.lu - t -hl !

(m - h) ! -_ (n-h.it?x(n-h)k(n-il! (m -b) ln - il !
=- t -

n ! = (m - il !xm
k ! (m -

k) ! h ! In -k) !

(m- il ! (htm -
k )

= - 11

h ! (m - hi !

=
m

îËÜ
hiln.li !

ligaen . -
!
ÊÏÇn !

=

T ! lgmmcicî . . _ cm

= Ch
m



¥ A- = 7×6=42 D= nlnti) ( = (Zntilllnxz )

m !
D= - ±

,

¥8 A- = 2×4×6×410 = 2×1×2×2 +2×3×2×4 +2×5=25×5 !

13=10×9×8 : À
7 !

( = ? inspirez - vous du A

1×2×3 × . . . × fr- 4) x (m- 3) (m-2)(m - DmD= nln - e) ln - 2) (m - 3) =
-4
- 4) ! 1×2×3 x. . - × (m- 4)



Extras

¥ f÷ = 8×9=72

n ! 1
-

-

(ntz ) !
=

(mfr) (ntz)

m :O 1

n -_ n 11

ma

m =3 1 3 31
-

n = 4 14 6 41

n = 5 1 5 1010 5 1

n = 6 1 6 15 2015 6 1

n = 7 1 7 21 35 3521 7 1

m = 8 1 8 28 5670 5628 8 1

(ATD)! Att 8ÀB +28AGI + 56 AsD' + 70A
"
D
"
+ 56A

'D'+28 ÂD
!
+ SAD

?
+ D
'

(at be c)
t

coeff de cité

((at b) + c)
s'

= (atblftslatbtc +281A +blé + . . . + es
-À

Ca +b)E. ta +6lb trahit 20dB
'
t - i. tb

cveff de altier = 28×20 = 560


